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Розглядається задача розрахунку повільного обтікання тіла в'язкою нестисливою 
рідиною за наявності в течії осьової симетрії. Для розв’язання цієї задачі 
використовується метод R-функцій акад. В.Л. Рвачева і метод Гальоркіна-Петрова. 
The problem of calculating the slow flow past a body with viscous incompressible fluid in 
the presence of axial symmetry is treated. The method of R-functions of acad. V.L. 
Rvachev and Galerkin-Petrov method are used for solving the task. 
 

Розглянемо повільну осесиметричну течію в'язкої нестисливої 
рідини. В осесиметричних задачах в сферичній системі координат ϕθ ,,r  

всі величини не залежать від координати ϕ  і третя компонента швидкості 

рідини дорівнює нулю: 0=ϕv . 

Рівняння Стокса в сферичній системі координат мають вигляд [1,2]: 
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Компоненти швидкості рідини можна виразити через функцію течії 
ψ  за формулами: 
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Після виключення з системи Стокса (1) членів, що містять тиск, 
приходимо до наступного рівняння для функції течії: 

0)2(2 =ψEE  зовні Ω ,               (2) 
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Якщо у фізичній постановці задачі відсутні сингулярні особливості, 
то загальний розв’язок рівняння (2) можна подати у вигляді: 

)(cos

2

)321(),( θθψ nJ

n

n
rnD

n
rnC

n
rnB

n
rnAr ∑

∞

=

−+++−+= , 

де nDnCnBnA ,,,  – довільні сталі; )(ζnJ  – функції Гегенбауера першого 

роду [2, 3]. 
Якщо межа тіла непроникна та нерухома, то для функції течії можна 

поставити такі крайові умови: 
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n

ψ
,               (3) 

де n  – зовнішня до Ω∂  нормаль; поведінка функції течії на нескінченності 
задається таким граничним співвідношенням: 
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де ∞U  – незбурена швидкість рідини на нескінченності. 

Для розв’язання задачі (2) – (4) пропонується використовувати метод 
R -функцій акад. НАНУ В. Л. Рвачева [4]. 

Нехай зовні Ω  відома досить гладка функція ),( θω r , що володіє 

наступними властивостями: 
1) 0),( >θω r  зовні Ω ; 

2) 0),( =Ω∂θω r ;        (5) 
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ω , 

де n  – вектор зовнішньої нормалі до Ω∂ . 

Введемо в розгляд досить гладку функцію )(xMfy = , яка 

задовольняє умовам: 
а) 0)0( =Mf ; 

б) 1)0( =′Mf ; 
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в) 00)0( ≥∀≥′ xMf ;          (6) 

г) )0const(1)( >=≥∀≡ MMxxMf . 

Легко перевірити, що умовам (6) задовольняє, наприклад, функція 
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Помітимо, що така ),0[)( ∞∞∈CxMf . 

Позначимо )],([),( θωθω rMfrM = . Має місце твердження. 

Лема. Функція )(ωω MfM =  задовольняє умовам (5) і умові 

1),( ≡θω rM , якщо MrM ≥),( θω . 

Нами доведено теорему. 
Теорема. При будь-якому виборі досить гладких функцій 1Φ  і 2Φ  

( )2(1 ro=Φ  при ∞→r , тобто 02
1 →−⋅Φ r  при +∞→r ) крайовим 

умовам (3) і умові на нескінченності (4) точно задовольняє функція 
вигляду 
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– розв’язок Стоксу для задачі про обтікання сфери радіусу R  (вважаємо, 

що сфера радіусу R  цілком лежить в середині Ω ). 
Для рівняння (2) відома повна система часткових розв’язків відносно 

зовнішності сфери скінечного радіусу. Вона має вигляд [2, 3]: 
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Помітимо, що згідно з лемою 1),( ≡θω rM , якщо Mr ≥),( θω . Отже, 

в точках області Mr ≥),( θω  функція ψ , що має вигляд (7), набуває 

вигляду 

10 Φ+=ψψ .    (8) 

Враховуючи вид (8) функції ψ , який вона приймає поза областю, 

помічаємо, що для вказаної області функція ψ  точно задовольняє 

рівнянню (2) незалежно від значень сталих kα  і вибору довільної функції 
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2Φ . Невизначеністю функції 2Φ  і сталих kα  скористаємося так, щоб 

якнайкраще задовольнити рівнянню (2) усередині області { }Mr <≤ ),(0 θω . 

Для апроксимації невизначених компонент 1Φ  і 2Φ  скористаємося 

проекційним методом Гальоркіна-Петрова. Функції 1Φ  і 2Φ  представимо 

у вигляді: 
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де 
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– повна система часткових розв’язків рівняння (2) відносно зовнішності 
сфери кінцевого радіусу; 
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– повна система часткових розв’язків рівняння (2) відносно області 
{ }Mr <),( θω . 

Задамося повною відносно усієї площини послідовністю функцій 
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Значення коефіцієнтів ka  )1...,,2,1( mk =  і jb  )2...,,2,1( mj =  

знайдемо з умови ортогональності відхилу першим 21 mm +  елементам 

послідовності (9). 
Обчислювальний експеримент був проведений для задачі про 

обтікання еліпсоїда обертання ( ,32,31,1,2,1 =====∞ mmbaU  

7,0=M ). Відносна похибка наближеного розв’язку склала 7%. 
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