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Абсолютний екстремум тим паче є відносним екстремумом. 
Обернене твердження, в загальному випадку, невірне. 

Сильний відносний екстремум тим паче є слабким екстре-
мумом. Обернене твердження, в загальному випадку, невірне. 

Надалі, як правило, будемо розглядати слабкий відносний ек-
стремум і слова "слабкий", "відносний" будемо опускати. 

Основною задачею варіаційного числення є дослідження 
функціоналу на екстремум.  

Зауваження. На відміну від задачі пошуку екстремуму функ-
ції однієї змінної, що відповідно має один ступінь вільності, задача 
пошуку екстремуму функціоналу має нескінченне число ступенів 

вільності (пошук лінії )(xy ).  

 
3.5.3. Варіація функції та приріст функціоналу.  

Неперервність. Лінійний функціонал  

Нехай функціонал [ ]yII =  визначений на класі функцій D , 

( )xy  і ( )xy  – довільні функції даного класу D . Функція, яка дорі-

внює різниці функцій ( )xy  і ( )xy , називається приростом або 

варіацією аргументу y  функціоналу [ ]yI  і позначається yδ : 

( ) ( ) ( )xyxyxyy −=δ=δ .  Тоді ( ) yyxy δ+= .  

Різниця [ ] [ ] [ ]yIyyIyyII −δ+=δ∆=∆ ,  називається приро-

стом функціоналу [ ]yI , який відповідає варіації yδ  аргументу. 
Зазначимо, що похідна варіації функції дорівнює варіації по-

хідної: ( ) '.' yy δ=δ   

Дійсно, ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ''''' yxyxyxyxyy δ=−=−=δ .  

Якщо нескінченно малому приросту функції yδ  відповідає 

нескінченно малий приріст функціоналу I∆ , то такий функціонал 
[ ]yI  називається неперервним.  

Функціонал [ ]yI  називається лінійним, якщо виконуються 
умови:   

1) Функціонал від алгебраїчної суми функцій дорівнює від-
повідній алгебраїчній сумі функціоналів: [ ] [ ] [ ]2121 yIyIyyI +=+ ;   
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2) Сталий множник можна виносити за знак функціоналу:  
[ ] [ ] constCyCICyI == , .  

 
3.5.4. Перша та друга варіації функціоналу 

Нехай для довільної малої варіації аргументу yδ  відповідний 

приріст функціоналу I∆  можна подати у вигляді суми головної 
частини [ ]yyL δ, , лінійної відносно yδ , та нескінченно малої 

[ ]yy ∆β ,  вищого порядку порівняно з yδ :  [ ] [ ]yyyyLI δβ+δ=∆ ,, ; 

[ ] [ ] yyyyy δ⋅δγ=δβ max,, , де [ ] 0,lim
0max

=δγ
→δ

yy
y

. Тоді функ-

ціонал [ ]yI  називається варійовним, а головна лінійна відносно 

yδ  частина його приросту [ ]yyL δ,  називається варіацією (дифе-

ренціалом) функціоналу і позначається Iδ : [ ]yyLI δ=δ , , 

[ ]yyII δβ+δ=∆ , . (Перше означення варіації функціоналу). 

Приклад 1. Знайти варіацію функціоналу Iδ , користуючись 
першим означенням як головної, лінійної відносно yδ , частини 

його приросту I∆ :   ∫ += b

a
dxxyyyI )cos(][ .  

□  Знайдемо приріст функціоналу I∆ : 

( )( ) ( ) =+−+δ+δ+=∆ ∫∫
b

a

b

a

dxxyydxxyyyyI coscos      

 ( ) =−−δ⋅+δ++δ+= ∫ dxxyyyxyxyyyy
b

a

coscos)(cos2 222    

( ) ∫∫ δ+δ+=
b

a

b

a

dxydxyxy 2)(cos2 .  

За першим означенням  ( )∫ δ+=δ b

a
dxyxyI cos2 .   ■  

Зауваження. Роль варіації Iδ  при дослідженні функціоналів 
аналогічна тій, яку виконує при дослідженні функцій диференціал. 
У таблиці 1 наведено відповідність понять диференціального та 
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варіаційного числень для випадку одного аргументу.  
 

Таблиця 1 

№ 
п/п 

Диференціальне  
Числення 

Варіаційне числення 

1 
Аргумент – числова 

змінна x  
Аргумент – числова функція 

)(xy  

2 
Залежна змінна – чис-

лова y  Залежна змінна – числова I  

3 Приріст аргументу x∆  Варіація аргументу yδ  

4 Приріст функції y∆  Приріст функціоналу I∆  

5 
Диференціал  
функції dy  Варіація функціоналу Iδ  

6 
Другий диференціал  

функції yd 2  

Друга варіація функ-

ціоналу I2δ  

7 
Необхідна умова  

екстремуму 0=dy  
Необхідна умова екстремуму 

0=δI  

8 
Стаціонарна точка  

функції 
Стаціонарна функція (допус-
тима екстремаль) функціоналу 

9 

Достатня умова  
екстремуму:  

max0

min,0
2

2

−<

−>

yd

yd
 

Достатня умова екстремуму: 

max0

min,0
2

2

−<δ

−>δ

I

I
 

 
Варіацію Iδ  називають також варіацією першого порядку 

або першою варіацією функціоналу [ ]yI . Варіацію другого по-
рядку введемо аналогічно тому, як це робиться для диференціала 
другого порядку функції. 

Візьмемо довільну допустиму функцію ( )xyy =  і довільну її 

варіацію ( )xyy δ=δ  таку, що функція yy δ+  є допустимою. За-

фіксуємо y  та yδ  і розглянемо однопараметричну сім'ю функцій 

yyy αδ+= , де α  – деяке число (параметр). Функціонал [ ]yI  на 
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вказаній сім'ї є функцією параметра α :   [ ] ( )αΦ=αδ+ yyI . 
Припустимо, що цю функцію можна розкласти за формулою 

Тейлора до квадратичного члена включно в околі точки 0=α : 

+α⋅






 αδ+

α
+=αδ+

=α 0

][][][ yyI
d

d
yIyyI     

( ),,,][
2
1

2
2

0

2

2

αδ+α⋅








αδ+
α

+
=α

yyRyyI
d

d
  

де залишковий член ( )αδ ,,2 yyR  є нескінченно малою вищого 

порядку порівняно з 2α :   ( ) ( )2
2 ,, α=αδ oyyR . 

Тоді варіаціям першого та другого порядку можна дати такі 
означення. 

Варіацією або першою варіацією функціоналу Iδ  назива-
ється значення першої похідної функції ( ) [ ]yyI αδ+=αΦ  при 

0=α :  

[ ] .][,
0=α

αδ+
α

=δδ=δ yyI
d

d
yyII  

(Друге означення варіації функціоналу). 
Можна показати, що це означення першої варіації рівносиль-

не наведеному раніше. На практиці зручніше користуватись остан-
нім означенням. 

Другою варіацією функціоналу або варіацією другого поряд-

ку I2δ  називається значення другої похідної функції 

( ) [ ]yyI αδ+=αΦ  при 0=α :   .][
0

2

2
2

=α

αδ+
α

=δ yyI
d

d
I  

Приклад 2. Знайти варіацію функціоналу Iδ , користуючись 
другим означенням як похідної по параметру:   

∫=
b

a
dxyyxyI sin)'(][ 2 .  

□  У відповідності з другим означенням варіації функціоналу 
маємо:   
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( ) =αδ+αδ+
α

=δ
=α

∫
0

2' )(sin)(
b

a
x dxyyyyx

d

d
I    

( ) (∫∫ ×αδ+=αδ+αδ+
α

=
=α

b

a

b

a
x yyxdxyyyyx

d

d
)''(2)(sin)(

0

2'     

 ) =δ⋅αδ+αδ++αδ+δ×
=α

dxyyyyyyyy
0

2 )(cos)''()(sin'    

( )∫ δ⋅+δ⋅=
b

a

dxyyyyyyx cos)'('sin'2 2 .    ■  

 
3.6. Необхідна умова екстремуму.  

Диференціальні рівняння екстремалей  

3.6.1. Необхідна умова екстремуму функціоналу 

Як відомо, необхідна умова екстремуму функції полягає в рі-
вності нулю її диференціала. Аналогічно, для функціонала спра-
ведлива  

теорема (необхідна умова екстремуму в варіаційній формі). 
Якщо функціонал [ ]yI  має варіацію Iδ  і досягає на деякій функції 

( )xyy 00 =  екстремуму, то його варіація на цій функції дорівнює 

нулю: [ ] .0,0 =δδ yyI  

□  Розглянемо однопараметричну сім'ю функцій yy αδ+0 , де 

α  – деяке число. На вказаній сім'ї функціонал [ ]yI  є функцією 

параметра α :  [ ] ( )αΦ=δδ yyI ,0 , яка згідно з умовою теореми має 

екстремум при  0=α .  
У відповідності з необхідною умовою екстремуму функції 

маємо 0
)(

0

=
α
αΦ

=αd

d
, тобто [ ] 0

0
0 =αδ+

α =α
yyI

d

d
. За другим 

означенням указана похідна є варіацією функціоналу [ ]yyI δδ ,0 . 

Отже, [ ] .0,0 =δδ yyI    ■   
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Функції, на яких варіація функціоналу існує і дорівнює нулю, 
називаються стаціонарними функціями або допустимими екст-
ремалями.  

 
3.6.2. Задача на екстремум функціоналу  

з закріпленими кінцями. Рівняння Ейлера  

Розглянемо найпростішу задачу варіаційного числення:  
знайти мінімум (максимум) функціоналу  

( )∫=
2

1

',,][
x

x

dxyyxFyI   

при крайових умовах  ( ) 11 yxy = ; ( ) 22 yxy =   

серед неперервно диференційовних на відрізку [ ]21; xx  функцій 

( )xyy = , де 2121 ,,, yyxx  – відомі числа. 
Оскільки в даній задачі всі допустимі криві, серед яких шука-

ється та, що доставляє екстремум функціоналу, проходять через 
дві різні нерухомі точки ( )11; yxA  і ( )22 ; yxB , то поставлена за-

дача називається варіаційною задачею з закріпленими кінцями. 

Теорема. Допустимі екстремалі функціоналу з закріпленими 

кінцями ( )∫=
2

1

',,][
x

x

dxyyxFyI ; ( ) 11 yxy = ; ( ) 22 yxy = , визнача-

ються як розв'язки диференціального рівняння 0'' ' =− yy F
dx

d
F  

при крайових умовах ( ) 11 yxy = ; ( ) 22 yxy = .  

Диференціальне рівняння другого порядку 
0'' ' =− dxdFF yy  називається рівнянням Ейлера. Розв'язки рів-

няння Ейлера називаються екстремалями, а само рівняння Ейлера 
– диференціальним рівнянням екстремалей. 

Таким чином, в даній задачі допустимі екстремалі виділя-
ються зі всіх екстремалей врахуванням крайових умов. 

□  Необхідна умова екстремуму, з якої знаходяться екстрема-
лі, має вигляд [ ] 0, =δδ yyI . Оскільки ця умова повинна виконува-



 306 

тись для будь-якої варіації функції yδ , то при закріплених кінцях 

повинні справджуватись рівності ( ) ,01 =δ xy  ( ) 02 =δ xy . 

Виразимо варіацію функціоналу через функцію ( )',, yyxF  та 
її похідні: 

[ ] ( )[ =αδ+αδ+
α

=δα+
α

=δ
=α=α

∫
00

0

2

1

'',,
x

x

dxyyyyxF
d

d
yyI

d

d
I   

( ) ([ +αδ+=αδ+αδ+
α

= ∫∫
=α

2

1

2

1

',,''',,

0

x

x
y

x

x

yyyxFdxyyyyxF
d

d
  

) ( ) ( )×αδ+αδ++αδ+⋅αδ+ α '',,'' '
' yyyyxFyyy y    

( ) ] ( )[∫ +δ⋅αδ+αδ+=αδ+×
=α

α
2

1

'',,'''
0

'
x

x
y yyyyyxFdxyy   

( ) ] ( )[∫ ×=δ⋅αδ+αδ++
=α

2

1

',,'''',,'
0'

x

x
yy yyxFdxyyyyyxF    

( ) ] dxyFdxyFdxyyyxFy
x

x
y

x

x
yy ∫∫ δ+δ=δ⋅+δ×

2

1

2

1

''''',,' '' ,   

де   ( ) ( ).',,'',',,'' '' yyxFFyyxFF yyyy ==    

До другого доданка останньої рівності застосуємо інтегру-
вання частинами: 

( ) ( )
=

δ=δ=δ=⋅δ=

⋅==
=δ

∫
∫

ydxyvdxydxydv

dxF
dx

d
duFu

dxyF yy
x

x
y

';''

';'
'' ''

'

2

1

   

−δ⋅−δ⋅=⋅⋅δ−δ⋅= ∫ )(')(''' 1'2'''

2

1

2

1

xyFxyFdxF
dx

d
yyF yy

x

x
y

x

xy    

,''
2

1

2

1

'' ∫∫ ⋅δ⋅−=⋅δ⋅−
x

x
y

x

x
y dxyF

dx

d
dxyF

dx

d
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оскільки  0)( 1 =δ xy  і 0)( 2 =δ xy .  
Тоді варіацію функціоналу можна подати у вигляді  

.''''
2

1

2

1

2

1

'' ∫∫∫ δ






 −=δ⋅−δ⋅=δ
x

x
yy

x

x
y

x

x
y dxyF

dx

d
FdxyF

dx

d
dxyFI   

На екстремалі варіація функціоналу повинна дорівнювати 
нулю  

,0''
2

1

'∫ =δ






 −=δ
x

x
yy dxyF

dx

d
FI  

причому для довільної варіації функції yδ  такої, що 0)( 1 =δ xy  і 

0)( 2 =δ xy . Це можливо лише за умови, що вираз в дужках під 

знаком інтеграла дорівнює нулю для всіх x  із відрізка [ ]21 ; xx :  

.0'' ' =− yy F
dx

d
F      ■     

Приклад 1. Знайти екстремалі функціоналу:  

( )∫ +−=
1

0

2 ;)'('412][ dxyxyxyyI .   

□  Знайдемо похідні, що входять в рівняння Ейлера: 

( ) '24';12';)'('412',, '
2 yxFxFyxyxyyyxF yy +−==+−= ;  

( ) ''24'24' ' yyx
dx

d
F

dx

d
y +−=+−= .  

Тоді рівняння Ейлера 0'' ' =− dxdFF yy  набуває вигляду: 

0)''24(12 =+−− yx ; 26'' += xy . Розв'яжемо одержане рівнян-
ня: 

∫ ++=+= 1
2 23)26(' Cxxdxxy ;  

( ) 21
23

1
2 23 CxCxxdxCxxy +++=++= ∫ .  

Отже, екстремалями служать функції  

21
23 CxCxxy +++= ,    де  1C  і 2C  – довільні сталі.   ■   
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Приклад 2. Знайти екстремалі функціоналу, що задово-
льняють вказаним крайовим умовам (допустимі екстремалі): 

[ ] ( ) ( ) ( )∫
π

=π=−++=
0

22 0;00;)'('22sin6 yydxyyyyxyyI .   

□  Знайдемо похідні, що входять в рівняння Ейлера: 

( ) 22)'('22sin6',, yyyyxyyyxF −++= ;  

yyxF y 2'22sin6' −+= ;  '22' ' yyF y += ;   '.'2'2' ' yyF
dx

d
y +=  

Тоді рівняння Ейлера 0'' ' =− dxdFF yy  набуває вигляду: 

0''2'22'22sin6 =−−−+ yyyyx ;    xyy 2sin3'' =+ . 

Розв'яжемо одержане рівняння: 

0'' =+ yy ;   012 =+k ;  ik ±=2,1 ;   ;sincos 21 xCxCy +=  

xBxAyxBxAy 2cos22sin2';2sin2cos ** +−=+= ;  

xBxAy 2sin42cos4'' * −−= ;  

xxBxAxBxA 2sin32sin2cos2sin42cos4 =++−− ;   





−=
=

=−
=−

;1

;0

;33

;03

:2sin

:2cos

B

A

B

A

x

x
   ;2sin* xy −=   

xxCxCyyy 2sinsincos 21* −+=+=   

– екстремалі, де  1C  і 2C  – довільні сталі. 
Крайові умови дають систему алгебраїчних рівнянь для зна-

ходження  1C  і 2C : 









=⋅+
=

=π⋅π−π+π
=⋅−+

;00

;0

;02sinsincos

;00sin00sin0cos

21

1

21

21

CC

C

CC

CC

.00

;0

2

1

=⋅
=

C

C
  

З останньої рівності випливає, що 2C  може набувати довіль-
них значень. Значить, допустимими екстремалями служать функції 

xxCy 2sinsin2 −= , де 2C  – довільна стала. Таким чином, дана 
варіаційна задача має нескінченну множину розв'язків.   ■  



 309 

3.6.3. Система диференціальних рівнянь екстремалей  
функціоналу, що залежить від кількох функцій  

Ставиться задача знаходження мінімуму (максимуму) функ-
ціоналу  

[ ] ( )∫=
2

1

',,',',,,,,,,, 212121

x

x
nnn dxyyyyyyxFyyyI KKK  

при крайових умовах   ( ) ( ) .,1,, 2211 niyxyyxy iiii ===  

Із необхідної умови екстремуму 0=δI  при ( ) 01 =δ xyi  і 

( ) ( )nixyi ,102 ==δ  випливає, що допустимі екстремалі є роз-

в'язками системи диференціальних рівнянь 













=−

=−
=−

0''

;0''

;0''

'

'

'

22

11

dxdFF

dxdFF

dxdFF

nn yy

yy

yy

KKKKKKKK

  

при крайових умовах    
( )
( ) .,1

,

,

22

11 ni
yxy

yxy

ii

ii =




=
=

 

Розв'язки диференціальної системи називаються екстрема-
лями, а сама система – системою диференціальних рівнянь екс-
тремалей або системою рівнянь Ейлера – Лагранжа.  

Приклад 1. Знайти екстремалі функціоналу, що задовольня-
ють вказаним крайовим умовам (допустимі екстремалі): 

а) [ ] ( ) ;sin'2'2'2)'()'(,
2/

0

22
∫

π

−−++= dxxyzyzzzyzyI    

( ) ;00 =y 2)2/(;1)2/(;0)0( =π=π= zyz ;    

б) [ ] ( ) ;'2''2)'(,
1

0

22
∫ +++= dxzzyzyyzyI    

( ) ;00 =y  3)1(;2)1(;6)0( −=−=−= zyz .  
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□  а) Знайдемо похідні, що входять в систему рівнянь Ейлера 
– Лагранжа:  

( ) xyzyzzzyzyzyxF sin'2'2'2)'()'(',',,, 22 −−++= ;  

'2' zF y −= ;   xyF
dx

d
xyF yy cos2''2';sin2'2' '' −=−= ;  

'2'2''2';22'2';'2' '' yzzF
dx

d
yzzFzF zzz −+=−+== .   

Тоді система рівнянь Ейлера – Лагранжа   





=−
=−

0''

;0''

'

'

dxdFF

dxdFF

zz

yy
 

набуває вигляду  




=−
=+





=+−−
=+−−

.0'''

;cos'''

;0'2'2''2'2

;0cos2''2'2

yz

xzy

yzzz

xyz
  

Розв'яжемо останню систему зведенням до одного диферен-
ціального рівняння вищого порядку:  

''cos' yxz −= ;  '''sin'' yxz −−= ;  0''''sin =−−− yyx ;   

xyy sin'''' −=+ ;   0)1(;0 23 =+=+ kkkk ;   01 =k ;   

ik ±=3,2 ;   xCxCCy sincos 321 ++= ;   

4'sin)''(cos''cos' Cyxdxyxzyxz +−=−=⇒−= ∫ ;  

xCxCy cossin' 32 +−= ;  432 cossinsin CxCxCxz +−+= .  

Використавши крайові умови, знайдемо конкретні значення 
довільних сталих 4321 ,,, CCCC :  

.1

;1

;1

;1

;11

;2

;0

;0

:1)2/(

:2)2/(

:0)0(

:0)0(

4

2

3

1

42

31

43

21

=
−=

=
=













=++
=+

=+−
=+

=π
=π

=
=

C

C

C

C

CC

CC

CC

CC

z

y

z

y

 

Отже, допустимі екстремалі:   




−=
+−=
.cos1

;sincos1

xz

xxy
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(Задачу б) розв’язати самостійно. Відповідь:  

63;3 223 −=−= xzxxy  – допустимі екстремалі.)   ■  
 

3.7. Достатні умови екстремуму. Умовний екстремум.  
Варіаційні принципи  

3.7.1. Достатні умови екстремуму  

У багатьох варіаційних задачах існування та характер екст-
ремуму очевидні з геометричного чи фізичного змісту. Якщо при 
цьому допустима екстремаль єдина, то вона і служить розв'язком 
варіаційної задачі. У загальному випадку для того, щоб встановити 
наявність і характер екстремуму, треба скористатись достатніми 
умовами екстремуму. 

Нехай функція ( )xy0  є допустимою екстремаллю функціо-

налу [ ]yI  в деякому класі допустимих функцій 1D , тобто на цій 

кривій виконується необхідна умова екстремуму [ ] 0,0 =δδ yyI . 

Характер екстремуму (максимум чи мінімум) визначається знаком 
приросту функціоналу: якщо 0≥∆I , то функціонал має мінімум, а 
якщо 0≤∆I , то – максимум. Оскільки на допустимій екстремалі 
перша варіація дорівнює нулю [ ] 0,0 =δδ yyI , то знак приросту 

функціоналу I∆  для довільної досить малої варіації аргументу yδ  

визначається знаком другої варіації функціоналу I2δ . 

Достатня умова екстремуму у варіаційній формі: якщо на 
деякому класі допустимих функцій 1D  для довільної досить малої 

варіації функції yδ  на допустимій екстремалі ( )xy0  друга варіа-

ція функціоналу додатна )0( 2 >δ I , то на цій екстремалі функці-

онал має мінімум, якщо друга варіація функціоналу від'ємна 

)0( 2 <δ I , то – максимум, якщо ж друга варіація функціоналу 

набуває значень обох знаків, то екстремуму немає. 

При певних умовах знак другої варіації функціоналу 

∫= 2

1
)',,(][

x

x
dxyyxFyI  визначається знаком другої похідної 
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'''' yyF . Звідси випливають достатні умови Лежандра: 

1. Посилені достатні умови Лежандра слабкого екстре-
муму: якщо на допустимій екстремалі ( )xy0  виконується нерів-

ність 0''
)(''

0

>
= xyyyyF  , то на цій екстремалі функціонал має 

слабкий мінімум, а якщо нерівність 0''
)(''

0

<
= xyyyyF  , то – слаб-

кий максимум. 

2. Достатні умови Лежандра сильного екстремуму: якщо в 
усіх точках );( yx , які близькі до допустимої екстремалі ( )xy0 , 

виконується нерівність 0'' '' ≥yyF  ( )0'' '' ≤yyF  при довільних 

значеннях 'y , то ця екстремаль реалізує сильний мінімум (сильний 

максимум). 

Приклад 1. Користуючись достатніми умовами Лежандра, до-
слідити на екстремум функціонал при заданих крайових умовах: 

   а) [ ] ( )∫ ==+=
2

1

223 16)2(;2)1(;2)'(16 yydxxyyxyI ;  

   б) [ ] ( ) ( )∫ ==≠=
−1

0
3 2ln41;00;0';

)'(
yyydx

y

e
yI

y

.   

□  а) Знайдемо похідні, що входять в рівняння Ейлера: 

( ) 2
'

3223 '';16';2)'(16',, xyFxFxyyxyyxF yy ==+= ;  

'2''' 2
' yxyxF

dx

d
y +=   

Тоді рівняння Ейлера 0'' ' =− dxdFF yy  набуває вигляду:  

xyxyyxyxx 16')/2('';0'2''16 23 =+=−− .   

Розв'яжемо останнє рівняння зниженням порядку заміною  
)(;' xpppy == . Тоді:  

uvvupuvpxpxppy ''';;16)/2(';''' +===+= ;    
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xuv
x

uvvu 16
2

'' =++ ;   ;0
2

';16
2

'' =+=






 ++ v
x

vxv
x

vuvu   

;16
1

';
1

;ln2ln;2 22 x
x

u
x

vxv
x

dx

v

dv =⋅=−=−= ∫∫   

;16' 3xu =    ;416 1
43 Cxdxxu +== ∫   

( ) ;)/1(4';)/1(4 1
3

1
4 xCxyxCxp ⋅+=⋅+=    

( ) 21
4

1
3 ln)/1(4 CxCxdxxCxy ++=⋅+= ∫  – екстремалі. 

Значення 1C  і 2C  знайдемо з крайових умов: 





=
=

=++
=++

=
=

.0

;1

;162ln2

;21ln1

:16)2(

:2)1(

1

2

21
4

21
4

C

C

CC

CC

y

y
     

Отже, допустима екстремаль  14 += xy .  

Оскільки ( ) 0'
'

'' 22
'' ≥== xxy

dy

d
F yy  при ]2;1[∈x  і довіль-

них значеннях y , то функціонал має сильний мінімум. Знайдемо 
його значення:  

34' xy = ;   ( ) =++= 2)4()1(16',, 22343 xxxxyyxF     

;81616 837 xxx ++=    [ ] (∫ ++=+=
2

1

374
min 16161 xxxII    

)
9
2

1024
9
8

428
2

1

92

1

42

1

88 =⋅++=+ xxxdxx .    

б) Знайдемо похідні, що входять в рівняння Ейлера: 

( ) 33 )'(
';

)'(
',,

y

e
F

y

e
yyxF

y

y

y −−
−== ;  4'

)'(

3
'

y

e
F

y

y

−
−= ;  

=−−⋅−=
−−

8

34

'
)'(

'')'(4)'('
3'

y

eyyyye
F

dx

d yy

y   

( ) 52 )'(''4)'(3 yyye y += − .  
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Тоді рівняння Ейлера 0'' ' =− dxdFF yy  набуває вигляду:  

( ) 0)'(''4)'(3)'( 523 =+−− −− yyyeye yy ;  0''4)'( 2 =+ yy .   

Розв'яжемо останнє рівняння за допомогою зниження поряд-
ку заміною  )(;' ypppy == . Тоді:  

;0';0)'4(;0'4;''' 2 ≠==+=+= ypppppppppy   

4
1' −=

p

p
; 4/

11 ;ln
4

1
||ln;

4

1 yeCpCypdy
p

dp −=+−=−= ∫∫ ;    

4/
1' yeCy −= ;   ;1

4/
∫∫ = dxCdye y    

( )44/ln4;4 2121
4/ CxCyCxCe y +=+=  – екстремалі.  

Значення 1C  і 2C  знайдемо з крайових умов: 

( )
( )

( )
( ) .4

;4

;2ln444ln4

;04ln4

:2ln41

:00

1

2

21

2

=
=





=+
=

=
=

C

C

CC

C

y

y
 

Отже, допустима екстремаль   )1ln(4 += xy .  
Оскільки друга похідна  

( ) 54
'' )'(12)'(3

'
'' yeye

dy

d
F yy

yy
−− =−=     

залежить від y , то скористаємося посиленими достатніми умова-
ми Лежандра слабкого екстремуму.  

На допустимій екстремалі )1ln(4 += xy  маємо:  

)1/(4' += xy ;   ( ) ( ) =+= +−
+=

51ln4

)1ln(4'' )1/(412'' xeF x

xyyy   

0256)1(3 >+= x    при  ]1;0[∈x .  
Отже, на цій екстремалі функціонал досягає слабкого міні-

муму. Знайдемо його значення: 

( )
)1(64

1

))1(64

)1(

))1/(4()'(
',, 3

4

3

)1ln(4

3 +
=

+
+=

+
== −

−+−−

xx

x

x

e

y

e
yyxF

xy

  

[ ]
64

2ln
)1ln(

64
1

1
1

64
1

)1ln(4
1

0

1

0
min =+⋅=

+
=+= ∫ xdx

x
xII .   ■  
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3.7.2. Умовний екстремум. Задача Лагранжа.  
Ізопериметрична задача 

Варіаційною задачею на умовний екстремум називається 
задача дослідження на екстремум функціоналу, коли на функції, 
від вибору яких залежить цей функціонал, крім крайових, накла-
дено інші додаткові умови, що звуться зв'язками. 

В залежності від їх характеру зв'язки поділяються на: 
а) алгебраїчні або скінченні (голономні); б) диференціальні або 
неголономні; в) інтегральні або ізопериметричні. 

За допомогою методу множників Лагранжа задачі на умо-
вний екстремум зводяться до задач на безумовний екстремум. 

Задача Лагранжа: знайти функції ( ) ( ) ( ),,,, 21 xyxyxy nK  які 

доставляють мінімум (максимум) функціоналу 

[ ] ( )∫=
2

1

',,',,,,,, 111

x

x
nnn dxyyyyxFyyI KKK  

і задовольняють рівнянням зв'язку 

( ) ,,,1,0',,',,,, 11 nmmjyyyyx nnj <==ϕ KK  

а також крайовим умовам  ( ) ( ) .,1,, 2211 niyxyyxy iiii ===  

Припускається, що рівняння зв'язку незалежні, а крайові умо-
ви їх задовольняють. 

Теорема. Якщо функції ( ) ( )xyxy n,,1 K  є допустимими екс-

тремалями сформульованої задачі Лагранжа, то існують такі 
функції ( ) ( ),,,1 xx mλλ K   (множники Лагранжа), що функції 

( ) ( )xyxy n,,1 K  служать безумовними допустимими екстрема-

лями для допоміжного функціоналу 

[ ] ( )∫ λλ=
2

1

,,,',,',,,,,, 1111

x

x
mnnn dxyyyyxFyyI KKKK , 

де ( ) ∑ = ϕλ+=λλ m
j jjmnn FyyyyxF 1111 ,,,',,',,,, KKK  – допо-

міжна функція (функція Лагранжа). 
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Правило. Згідно з наведеною теоремою для знаходження до-
пустимих екстремалей задачі Лагранжа необхідно: 

1. Скласти функцію Лагранжа ∑
=

ϕλ+=
m

j
jjFF

1
 і відпо-

відний допоміжний функціонал ∫=
2

1

x

x

dxFI  з невизначеними функ-

ціями ( ) mjxj ,.1, =λ  – множниками Лагранжа. 

2. Скласти систему рівнянь Ейлера – Лагранжа для допомі-
жного функціоналу: 

,,1,0'' ' niF
dx

d
F

ii yy ==−  

приєднати до неї рівняння зв'язку 

mjj ,1,0 ==ϕ  

і з одержаної об'єднаної системи знайти екстремалі 

( ) niCCxyy nii ,1,,,, 1 == K , де niCi ,1, =  – довільні сталі, а 

також, якщо потрібно, визначити множники Лагранжа 

( )njj CCx ,,, 1 Kλ=λ , mj ,1= . 

3. Використовуючи крайові умови, знайти конкретні значен-

ня niCi ,1, =  і допустимі екстремалі. 

Приклад 1. Знайти екстремалі функціоналу   

[ ] ∫ ++=
1

0
22 )'2(, dxzzyyzyI   на  зв'язку  zyy 2' −=   

при крайових умовах ( ) ( ) 121,30 −+== eeyy .  

□  Складемо функцію Лагранжа і допоміжний функціонал:  

;2' zyy +−=ϕ    λϕ+= FF ;   −λ+++= '('2 22 yzzyyF   

)2zy +− ;  ( )∫∫ +−λ+++==
1

0

22
1

0

)2'('2 dxzyyzzyydxFI ,   

де  )(xλ=λ .  
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Складемо систему рівнянь Ейлера – Лагранжа: 

λ−+= '22' zyF y ;  λ+= 22' zF z ;  λ=''yF ;  yF z 2' ' = ;  

;'2'

;''

'

'

yF
dx

d

F
dx

d

z

y

=

λ=
   








=−

=−

;0''

;0''

'

'

zz

yy

F
dx

d
F

F
dx

d
F

      





−=λ
=λ−λ−+





=−λ+
=λ−λ−+

.'

;0''22

;0'222

;0''22

zy

zy

yz

zy
   

Враховуючи рівняння зв'язку, маємо систему:  









−=
−=λ

=λ−λ−+

.2'

;''

;0''22

zyy

zy

zy

   

Розв'яжемо цю систему зведенням до одного диференціаль-
ного рівняння вищого порядку:  

( ) =−−=λ−=−= 2'2/';2''2'';2'2/ yyyyyzyyz   

;2/'2''3';2/2'3 yyyy −=λ−=   

( ) ( ) ( ) ;02/'2/''32/2/'32''2'22 =−−−−−+ yyyyyyy   

;05''5;0'''3'3''2'24 =+−=+−+−−+ yyyyyyyyy   

;';;1;01 21212,1
2 xxxx eCeCyeCeCykk −− −=+=±==−    

( ) ( ) xxxxx eCeCeCeCeCz −−− =−−+= 22121 22 .   

Отже, екстремалями служать функції  
xxx eCzeCeCy −− =+= 221 ; .   

Знайдемо значення 1C  і 2C  із крайових умов: 

( )
( ) .1

;2

;2

;3

:21

:30

2

1
11

21

21
1 =

=





+=+
=+

+=
=

−−− C

C

eeeCeC

CC

eey

y
    

Отже, допустимі екстремалі  xxx ezeey −− =+= ;2 .   ■   
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Приклад 2. Знайти геодезичну (найкоротшу) лінію, яка спо-
лучає дві задані точки )4;1;2( −−A  і )3;4;4( −B  поверхні 

08423 =++− zyx . Знайти її довжину minI . 

□  Нехай шукана лінія AB  визначається рівняннями  
( )xzzxyy == ;)( ;  ]4;2[∈x .  

Тоді  ( ) ;12 −=y  ( ) ;42 −=z  ( ) ;44 =y  ( ) 34 −=z  – крайові 

умови;    ( ) 08423,, =++−=ϕ zyxzyx  – рівняння зв'язку;  

[ ] ∫ ++=
4

2

22 )'()'(1, dxzyzyI  – функціонал (довжина дуги 

AB ), мінімум якого треба знайти. 
Складемо функцію Лагранжа і допоміжний функціонал: 

[ ] .)8423()'()'(1,

;)8423()'()'(1;
2

1

22
4

2

22

∫∫ ++−λ+++==

++−λ+++=λϕ+=

dxzyxzydxFzyI

zyxzyFFF

 

Складемо систему рівнянь Ейлера – Лагранжа: 

;)'()'(1'';4';2' 22
' zyyFFF yzy ++=λ=λ−=   

( ) ;
)'()'(1

'
';

)'()'(1

'''')'(''''
'

22'2/322

2

'
zy

z
F

zy

zzyzyy
F

dx

d
zy

++
=

++

−+=    

( ) ( ) ;)'()'(1'''')'('''''
2/3222

' zyzyyyzzF
dx

d
z ++−+=    










=−

=−

;0''

;0''

'

'

zz

yy

F
dx

d
F

F
dx

d
F

   
( )

( )











=
++

−+−λ

=
++

−+−λ−

.0
)'()'(1

'''')'(''''
4

;0
)'()'(1

'''')'(''''
2

2/322

2

2/322

2

zy

yzyyzz
zy

zzyzyy

  

Вилучивши з останньої системи λ , одержимо  

( ) .0'''')'('''''''')'(''''2 22 =−++−+ yzyyzzzzyzyy  
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Продиференціювавши рівняння зв'язку, маємо:  

.0''4''2;0'4'23 =+−=+− zyzy   '.'2'';'22/3' zyzy =+=  

Тоді    ( )++−+ ''')'22/3()'(''2''22 2 zzzzzz   

0''2')'22/3()'22/3('''' 2 =+−+++ zzzzzz ;  

+−−+ '')'(4'''3)'(''4''4 22 zzzzzzz   

0'')'(4'''3'')'(4'''6'')4/9('' 22 =−−++++ zzzzzzzzzz ;   

211 ;';0'';0'')4/29( CxCzCzzz +==== .   

З рівняння зв'язку 2/)843( ++= zxy  Тоді   

( )( ) 422)2/3(2843 2121 +++=+++= CxCxCxCxy .  

Отже,  2121 ;422)2/3( CxCzCxCxy +=+++=  

– екстремалі. Використавши крайові умови, знайдемо 1C  і 2C : 

( )
( ) .5

;2/1

;34

;42

:34

:42

2

1

21

21

−=
=





−=+
−=+

−=
−=

C

C

CC

CC

z

z
 

Отже, допустимі екстремалі: 

;6)2/5(4)5(2)2/1(2)2/3( −=+−⋅+⋅⋅+= xxxy   

5)2/1( −= xz .  

Таким чином, геодезична лінія визначається рівняннями  

]4;2[;5)2/1(;6)2/5( ∈−=−= xxzxy .  

Знайдемо її довжину:   2/1';2/5' == zy ;   

30)2/1()2/5(15
2
1

;6
2
5 4

2

22
min =++=




 −−= ∫ dxxxII .  ■  

Приклад 3. Знайти екстремалі функціоналу   

∫ +=
1

0
)'(],[ dxzyyzyI   на  зв'язку  zyzy +=+ ''   

при крайових умовах eeyy −== −2)1(,0)0( .  
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□  Розв’язати задачу самостійно.  

Відповідь:  xxxx eezeey 2; 22 −−=−= −− .    ■  

Найпростіша ізопериметрична задача: знайти функцію 
( )xy , яка доставляє мінімум (максимум) функціоналу 

[ ] ( )∫=
2

1

',,
x

x

dxyyxFyI   

і задовольняє інтегральному зв'язку  [ ] ( ) ldxyyxyI
x

x

=ϕ= ∫
2

1

',,*  ,  

а також крайовим умовам   ( ) ( ) 2211 ; yxyyxy ==  .  

Теорема. Якщо функція ( )xy  є допустимою екстремаллю 

сформульованої ізопериметричної задачі, то існує таке число λ  
(множник Лагранжа), що функція ( )xy  служить безумовною 

допустимою екстремаллю допоміжного функціоналу 

[ ] ( )∫ λ=
2

1

,',,
x

x

dxyyxFyI , 

де ( ) λϕ+=λ FyyxF ,',,  – допоміжна функція (функція Лагран-
жа). 

Зауваження. На відміну від алгебраїчних чи диференціаль-
них, інтегральні зв'язки не накладають жорстких обмежень на шу-
кані функції, бо з них не можна виразити одні з функцій через ін-
ші. Тому число ізопериметричних умов не обов'язково повинно 
бути меншим числа шуканих функцій. 

Приклад 4. Знайти екстремалі функціоналу  

( )∫ −= 2

0
2 ')'(][ dxxyyyI   

при крайових умовах   ( ) ( ) 22,10 == yy   

та ізопериметричному зв'язку 15/64
2

0
2 =∫ dxyx . 
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□  Складемо функцію Лагранжа і допоміжний функціонал:   

;')'(; 22 yxxyyFFF λ+−=λϕ+=   

( ) constdxyxxyyIdxFI =λλ+−== ∫∫ ;')'(;
2

0
222

0
. 

Складемо рівняння Ейлера: 

;1''2';'2';' ''
2 −=−=λ= yF

dx

d
xyFxF yyy  ;0'' ' =− yy F

dx

d
F   

2/1)2/('';01''2 22 +λ==+−λ xyyx .  

Звідси  21

24

1

3

424
;

2
1

6
' CxC

xx
yCx

x
y +++λ=++λ= .   

Використаємо крайові умови: 

( )
( ) :22

:10

=
=

y

y
 




−=λ
=

=+++λ
=

;3

;1

;2213/2

;1

1

2

21

2

C

C

CC

C
   

1)4/1()8/1( 1
24

1 +++−= xCxxCy .    

З інтегрального зв’язку маємо: 

( ) ;
15
64

1)4/1()8/1(
2

0
1

24
1

2 =+++−∫ dxxCxxCx   

( ) ;15/643/)4/(20/)56/(
2

0

3
1

45
1

7 =+++− xCxxCx     

0;15/643/845/8)7/16( 111 ==+++− CCC .    

Отже, допустима екстремаль   

1)4/1(10)4/1(0)8/1( 224 +=+⋅++⋅⋅−= xxxxy .   ■  

Приклад 5. Знайти екстремалі функціоналу  

∫ −= 1

0
)1'(ln'][ dxyyyI   

при крайових умовах   ( ) ( ) eyy −== 11,00   

та ізопериметричному зв'язку edxy −=∫ 2
1

0
. 
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□  Розв’язати задачу самостійно. Відповідь:  xey −= 1 .    ■  
 

3.7.3. Варіаційні принципи  

Варіаційні принципи застосовуються до аналізу різноманіт-
них явищ. Суть кожного з них полягає в тому, що зі всіх станів,  
допустимих для системи, реалізується той, який відповідає екстре-
муму певного функціоналу (для кожного принципу свого). Розгля-
немо найбільш відомі принципи.  

Принцип Ферма в оптиці: зі всіх можливих шляхів, які спо-
лучають точки A  і B , світло вибирає той, що відповідає най-
меншому часу руху:  

.min
1 →= ∫

∪ AB

dtn
c

I  

Тут c  – швидкість світла у вакуумі,  n  – показник залом-
лення світла в даному середовищі,  t  – час. 

Форма кривої AB  визначається мінімумом вказаного функ-
ціоналу. В оптично однорідному середовищі ( )constn =  – це пря-
ма лінія.  

Принцип найменшої дії в механіці: дійсний рух системи ви-
діляється зі всіх допустимих рухів тим, що функціонал, який нази-

вається дією, ∫= 2

1

t

t
dtLS  досягає при цьому мінімуму. 

Тут L  – функція Лагранжа, що є різницею кінетичної T  і 
потенціальної U  енергій: UTL −= ;  ];[ 21 tt  – проміжок часу 
руху.  

Зауваження 1. Принцип найменшої дії – це узагальнення на 
задачі динаміки принципу мінімуму потенціальної енергії, що 
застосовується у статиці.  

Зауваження 2. Закони збереження імпульсу та енергії висту-
пають наслідками варіаційного принципу найменшої дії.  
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3.8. Контрольні запитання  

1. Яка функція називається оригіналом? Наведіть приклади  ори-
гіналів і функцій, що не є оригіналами. 

2. Дайте означення перетворення (оператора) Лапласа. Що таке 
зображення оригіналу? 

3. У чому полягає властивість лінійності оператора Лапласа?  
4. Як веде себе будь-яке зображення на нескінченності?  
5. Що таке одинична ступінчаста функція Хевісайда? Яке її зо-

браження?  
6. У чому полягає теорема про затухання оригіналу?   
7. Сформулюйте теорему про зсув аргументу в оригіналі.  
8. Який зв’язок між похідною зображення й оригіналом?  
9. Як знаходиться зображення похідних оригіналу?  
10. Сформулюйте правило знаходження оригіналу для зображення 

у вигляді раціонального дробу на основі таблиці відповідності 
оригіналів та їх зображень.  

11. За якою схемою здійснюється розв’язування диференціальних 
рівнянь та їх систем?  

12. Як знаходиться зображення інтеграла від оригіналу?  
13. Що таке одинична імпульсна дельта-функція Дірака? Яке її 

зображення?  
14. Який зв’язок між одиничними функціями Дірака і Хевісайда? 
15. Наведіть приклади розрахунку перехідних процесів у електри-

чних ланцюгах за допомогою операційного числення.  
16. Що називається функціоналом? 
17. Який функціонал називається лінійним? 
18. Що називається відстанню нульового порядку між функціями? 

Відстанню першого порядку? 
19. Що таке відносний (абсолютний) екстремум функціоналу? 
20. Що таке сильний (слабкий) екстремум функціоналу? 
21. Сформулюйте перше і друге означення варіації функціоналу.  
22. Що називається другою варіацією функціоналу? 
23. Як ставиться найпростіша задача варіаційного числення – за-

дача на екстремум функціоналу з закріпленими кінцями? 
24. У чому полягає необхідна умова екстремуму функціоналу у 

варіаційній формі? 
25. Запишіть рівняння Ейлера. Який його порядок? 
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26. Як ставиться найпростіша задача варіаційного числення для 
функціоналів, що залежать від кількох функцій? 

27. Запишіть систему рівнянь Ейлера – Лагранжа. 
28. У чому полягає достатня умова екстремуму функціоналу у 

варіаційній формі? 
29. Сформулюйте посилені достатні умови Лежандра слабкого 

екстремуму функціоналу.  
30. Сформулюйте достатні умови Лежандра сильного екстремуму 

функціоналу. 
31. Як ставиться задача Лагранжа на умовний екстремум? 
32. Що таке алгебраїчні (скінченні або голономні), диференціальні 

(неголономні) та інтегральні (ізопериметричні) зв’язки? 
33. У чому полягає метод множників Лагранжа стосовно розв'язу-

вання задачі Лагранжа на умовний екстремум? 
34. Сформулюйте правило знаходження допустимих екстремалей 

задачі Лагранжа на умовний екстремум. 
35. Що таке ізопериметрична задача на умовний екстремум? 
36. Чому кількість інтегральних зв’язків може бути більшою, ніж 

число шуканих функцій? 
37. У чому полягає метод множників Лагранжа стосовно розв'язу-

вання ізопериметричної задачі? 
38. У чому полягає принцип Ферма в оптиці? 
39. Сформулюйте принцип найменшої дії.  
40. Як зв’язані фізичні закони збереження з варіаційними принци-

пами?  
 

3.9. Індивідуальні завдання для самостійної роботи  

Завдання 1. Використовуючи тотожні перетворення оригіна-
лів і властивість лінійності, на основі таблиці відповідності оригі-
налів та їх зображень знайти зображення )( pF  вказаної функції  

)(tf . Результат записати у вигляді єдиного дробу.  

№ в-та  Завдання 

1 33cos2)( 2 −−= − tettf t  

2 32sin3)( 3 −−= tetttf  

3 tttetf t 2sin32cos)( 2 −=  
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4 ttetf t 2cos3sin2)( 2 −=  

5 144)( 2 −−= − tshettf t  

6 tshttetf t 2cos2)( ⋅−= −  

7 tshttetf t 32sin)( 2 ⋅−= −  

8 ttetf t 2sin3cos2)( 3 −=  

9 222sin3)( 3 +−= − ttetf t  

10 shtttetf t ⋅−= − 4sin2)(  

11 ttttf cos33sin2)( −=  

12 223cos2)( +−= ttttf  

13 tshttetf t 22cos)( 2 ⋅−=  

14 tchttetf t 24cos)( 2 ⋅+= −  

15 22 43cos3)( ttetf t −= −  

16 tchtf 3)( 2=  

17 ttshtf 6cos2)( ⋅=  

18 ttchtf 4cos2)( ⋅=  

19 tttf 7cos3cos)( ⋅=  

20 tchttttf 2sin4)( ⋅−=  

21 ttshtf 6sin2)( ⋅=  

22 ttchtf 4sin3)( ⋅=  

23 ttf 3cos)( 2=  

24 tshtf 2)( 2=  

25 tttf 5sin3sin)( ⋅=  

26 tttf 7cos5sin)( ⋅=  

27 ttf 4sin)( 2=  

28 tchtshtf 35)( ⋅=  

29 34sin2)( 3 +−= tettf t  

30 ttttf 3sin2cos3)( −=  
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Завдання 2. Розкладаючи спочатку правильний раціональний 
дріб у суму елементарних дробів, а потім застосовуючи лінійність 
перетворення Лапласа і таблицю відповідності оригіналів та їх 
зображень, знайти оригінал  )(tf   за його зображенням  )( pF .  

№ 
в-
та  

Завдання 
№  
в-
та  

Завдання 

1 
)134(

1
)( 2 +−

+=
ppp

p
pF  16 

)1)(9(
)( 22 ++

=
pp

p
pF  

2 
)256(

2
)( 2 +−

−=
ppp

p
pF  17 

)9)(2(

1
)( 2 +−

=
pp

pF  

3 
)178(

4
)( 2 +−

+=
ppp

p
pF  18 

)16)(3(
)( 2 +−

=
pp

p
pF  

4 
)98(

4
)( 2

2

−+
−=

ppp

p
pF  19 

)4)(9(
)( 22

2

++
=

pp

p
pF  

5 
)54(

1
)( 2 −−

=
ppp

pF  20 
)25)(2(

)( 2

2

++
=

pp

p
pF  

6 
)4012(

1
)( 2 +−

=
ppp

pF  21 
8

4
)( 3

2

−
−=

p

pp
pF  

7 
)186(

6
)( 2

2

++
+=
ppp

p
pF  22 

365
)( 24

3

−−
=

pp

p
pF  

8 
)106(

3
)( 2 +−

+=
ppp

p
pF  23 

16
)( 4

3

−
+=

p

pp
pF  

9 
)87(

1
)( 2 −+

=
ppp

pF  24 
45

)( 24

2

++
=

pp

p
pF  

10 
)109(

1
)( 2

2

−−
+=
ppp

p
pF  25 

27

63
)( 3

2

+
+−=

p

pp
pF  

11 
)9)(5(

)( 2 +−
=

pp

p
pF  26 

8

8
)( 3

2

+
−=

p

pp
pF  
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12 
)25)(4(

1
)( 22

2

++
−=
pp

p
pF  27 

81
)( 4

23

−
−=

p

pp
pF  

13 
)64)(1(

1
)( 22 ++

−=
pp

p
pF  28 

)32(

9
)( 2

2

−+
+=

ppp

p
pF  

14 
)36)(4(

2
)( 22

3

++
+=
pp

p
pF  29 

)4()2(

2
)( 22

23

++
−=

pp

pp
pF  

15 
)49)(1(

)( 22

3

++
=

pp

p
pF  30 

43

34
)( 24

23

−−
−=
pp

pp
pF  

 
Завдання 3. Методом операційного числення розв’язати за-

дачу Коші для лінійного диференціального рівняння другого по-
рядку (знайти частинний розв’язок заданого диференціального рів-
няння, який задовольняє вказаним початковим умовам).  

 

№  в-та Завдання 

1 texxx t cos344 2−=+′+′′ ; ( ) ( ) 00;30 =′= xx  

2 txxx 2sin32 =−′+′′ ; ( ) ( ) 00;20 =′= xx  

3 tetxxx 26106 −=+′+′′ ; ( ) ( ) 00;20 =′−= xx  

4 txxx 2sin265 =+′+′′ ; ( ) ( ) 40;00 =′= xx  

5 texx t cos42 2−=′+′′ ; ( ) ( ) 20;00 =′= xx  

6 tetxxx 22134 −=+′+′′ ; ( ) ( ) 10;30 =′−= xx  

7 txxx 6204 =+′+′′ ; ( ) ( ) 20;40 −=′= xx  

8 texxx t 2cos454 −=−′−′′ ; ( ) ( ) 40;20 −=′−= xx  

9 texx t 3sin49 3−=−′′ ; ( ) ( ) 00;40 =′= xx  

10 texxx t 3cos6103 2=−′−′′ ; ( ) ( ) 20;40 =′−= xx  

11 texxx t 2sin265 2=+′−′′ ; ( ) ( ) 30;60 =′= xx  

12 tetxxx 36106 =+′−′′ ; ( ) ( ) 00;20 =′−= xx  

13 txxx 4sin8172 =+′+′′ ; ( ) ( ) 60;20 =′= xx  
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14 texxx t 2sin632 3=−′−′′ ; ( ) ( ) 20;00 −=′= xx  

15 244 txx =+′′ ; ( ) ( ) 20;30 =′−= xx  

16 texxx t sin454 −=−′−′′ ; ( ) ( ) 10;20 =′= xx  

17 txx 2cos124 =−′′ ; ( ) ( ) 20;00 −=′= xx  

18 texxx t 2cos126 2−=−′−′′ ; ( ) ( ) 00;20 =′= xx  

19 txx 3sin49 =−′′ ; ( ) ( ) 00;40 =′= xx  

20 tetxxx 254 =+′+′′ ; ( ) ( ) 10;00 −=′= xx  

21 txxx 2cos12134 =+′−′′ ;  ( ) ( ) 30;20 =′= xx  

22 texx t 2cos42 2−=′+′′ ; ( ) ( ) 20;30 =′−= xx  

23 texxx t 2sin124 2−=−′+′′ ; ( ) ( ) 30;00 −=′= xx  

24 tetxxx 22145 =−′+′′ ; ( ) ( ) 10;00 −=′= xx  

25 texx t 2sin124 2−=−′′ ; ( ) ( ) 40;20 −=′= xx  

26 texxx t 2cos126 3=−′−′′ ; ( ) ( ) 50;00 −=′= xx  

27 212242 txxx =−′+′′ ; ( ) ( ) 40;10 =′= xx  

28 texxx 210294 =+′−′′ ; ( ) ( ) 20;20 −=′= xx  

29 texxx t 2sin676 −=−′+′′ ; ( ) ( ) 60;20 =′−= xx  

30 texx t 3sin49 3−=+′′ ; ( ) ( ) 40;00 −=′= xx  

 
Завдання 4. Методом операційного числення розв‘язати за-

дачу Коші для неоднорідної системи лінійних диференціальних 
рівнянь (знайти частинний розв’язок заданої диференціальної сис-
теми, який задовольняє вказаним початковим умовам).  

 
№  
в-та 

Завдання 
№  
в-та 

Завдання 

1 



+−=
−−=

tyxy

yxx

2cos'

3'

3)0(;2)0( == yx  

16 



−−=
−=

txy

yxx

3cos2'

2'
 

0)0(;2)0( == yx  
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2 



+−=
+−=

tyxy

yxx

3sin3'

3'
 

0)0(;4)0( =−= yx  

17 



+−=
−=

tyxy

yxx

cos5'

106'
 

6)0(;2)0( −== yx  

3 



−=
++= −

yxy

eyxx t

2'

34' 2

 

5)0(;0)0( == yx  

18 





−+=

++=
−

−

t

t

eyxy

eyxx

32'

22'
 

2)0(;6)0( == yx  

4 



+−−=
+−=

tyxy

yxx

62'

25'
 

0)0(;1)0( =−= yx  

19 



+−=

−−=
− teyxy

yxx
265'

3'
 

2)0(;1)0( =−= yx  

5 





−+=

−+−=
t

t

eyxy

eyxx

3'

3'
  

2)0(;3)0( −== yx  

20 



−+−=
++=

tyxy

tyxx

2sin32'

2cos34'
  

0)0(;1)0( == yx  

6 



+−−=
−+=

tyxy

tyxx

cos29'

sin227'
 

0)0(;4)0( == yx  

21 



+−=
−−=

tyxy

tyxx

322'

254'
  

0)0(;1)0( =−= yx  

7 



+−−=
−−=

tyxy

yxx

6'

62'
  

1)0(;4)0( == yx  

22 



−−=
+=

tyxy

yxx

437'

3'
  

2)0(;0)0( −== yx  

8 



++=

−−=
−teyxy

yxx

6'

43'
  

1)0(;1)0( −== yx  

23 



−+=
+−=

tyxy

yxx

2cos44'

2'
  

7)0(;0)0( == yx  

9 





−−=

++−=
t

t

eyxy

eyxx
2

2

234'

425'
  

2)0(;3)0( −== yx  

24 





−+=

++=
−

−

t

t

eyxy

eyxx

42'

22'
  

1)0(;0)0( == yx  

10 



−+=
++=

tyxy

tyxx

363'

442'
  

6)0(;1)0( == yx  

25 



+−=
−=

tyxy

yxx

42'

23'
  

1)0(;2)0( == yx  
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11 



−−=
−+=
yxy

eyxx t

52'

25' 2

  

1)0(;1)0( −== yx  

26 



+=
++=

yxy

tyxx

24'

2cos464'
  

5)0(;1)0( == yx  

12 



−−=
−=

tyxy

yxx

2sin24'

27'
  

0)0(;6)0( == yx  

27 





+−=

−+−=
−

−

t

t

eyxy

eyxx
2

2

2'

'
  

1)0(;5)0( == yx  

13 



−+=
++=

323'

532'

yxy

tyxx
  

1)0(;0)0( == yx  

28 



−−=
+−=

tyxy

tyxx

cos5'

sin2'
  

5)0(;0)0( == yx  

14 



+=
−−= −

yxy

eyxx t

2'

32'
   

1)0(;2)0( =−= yx  

29 





−−=

−−=
t

t

eyxy

eyxx
2

2

35'

26'
  

0)0(;4)0( == yx  

15 



−=
+−=
yxy

tyxx

34'

2sin22'
  

3)0(;4)0( =−= yx  

30 



+−=
++−=

yxy

eyxx t

3'

45' 3

   

4)0(;6)0( −== yx  

 
Завдання 5. Обчислити заданий функціонал при вказаному 

значенні аргументу.  
 

№  
в-та  

Завдання 
№  
в-та  

Завдання 

1 
[ ]

xy

dxyxyyI
e

ln

;)''(
1

2

=

= ∫  16 
[ ]

( )3cos

;''
0

xy

dxyyyI

=

= ∫
π

 

2 
[ ] ( )

xydxx

yyyI

cos;sin

)''(
0

22

=×

×+= ∫
π

 17 
[ ]

xy

dxyyyI

sin

;''
2/

0

2

=

= ∫
π
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3 
[ ]

xy

dx
y

xy
yI

ln

;
)'(

sin''

2/
3

=

= ∫
π

π  18 
[ ] ( )

xy

dxxyyyI

π=

+= ∫

sin

;'
1

0  

4 
[ ] ( )

xy

dxyyxyI

cos

;)'(
1

0

22

=

+= ∫  19 
[ ]

)1(ln

;)1(''

2

1

0

2

xy

dxxyyI

+=

+= ∫  

5 
[ ] ( )

xydxx

yyyI

cos;2sin

)'(
8/

0

22

=×

×−= ∫
π

 20 
[ ]

xexy

dxyyI

−=

= ∫ ;
1

0

2

 

6 
[ ]

xarctgy

dxyxyI

=

= ∫ ;)'(
1

0

2

 21 
[ ]

xarctgy

dx
xy

x
yI

=
+

= ∫ ;
)1(''

2

1
2

2

 

7 [ ] xxy
yy

dx
yI

e

e

ln;
''

2

2 == ∫  22 [ ] xctgy
y

dxy
yI == ∫

π

π

;
'

3/

6/

 

8 
[ ]

xtgy

dx
xy

xy
yI

=

= ∫
π

;
cos'

4/

0
 23 

[ ]
xey

dxyyxyI

3

1

0

;)''(

−=

+= ∫
 

9 
[ ]

xy

dx
xy

x
yI

arcsin

;
)1('

5/3

0
2

=
−

= ∫  24 
[ ]

xy

dx
x

xy
yI

arcsin

;
1

'5/3

0
2

=
−

= ∫  

10 [ ] xxeydx
xy

y
yI −== ∫ ;

'
''2

1

 25 
[ ]

xey

dxeyyI

x

x

2cos

;''
4/

0

=

= ∫
π

−

 

11 
[ ]

xey

dxx
y

y
yI

x cos

;cos
''4/

0

2

=

= ∫
π

 26 
[ ]

x

x

exy

dx
xy

eyy
yI

2

2

1

;
'

''

=

= ∫
−
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12 
[ ]

xey

dxx
y

y
yI

x sin

;2sin
''3/

6/

−

π

π

=

= ∫
 27 

[ ]

xy

dx
y

yy
yI

e

e

2

2

ln

;
)'(

''
2

=

= ∫  

13 
[ ]

xxy

xyy

dxx
yI

e

sin

;
sin2''

cos

2

1

=

−+
= ∫

 28 
[ ]

xtgy

dx
y

y
yI

=

= ∫
π

;
'

4/

0

2

 

14 
[ ]

xxy

xy

dxy
yI

sin

;
cos2''

3/

6/

2

=
−

= ∫
π

π  29 
[ ]

xxy

dx
yx

y
yI

e

e

ln

;
3''

2

3

2

=
+

= ∫  

15 
[ ]

xxy

xy

dxx
yI

cos

;
sin2''

cos3/

6/

2

=
+

= ∫
π

π  30 
[ ]

xxy

dx
xy

y
yI

e

e

ln

;
''

3 2

=

= ∫  

 
 
Завдання 6. Знайти відстань нульового порядку між задани-

ми кривими на вказаних відрізках.  
 

№  
в-та  

Завдання 
№  
в-та  

Завдання 

1 
( )
( ) [ ]2;0;0

;

2

3
1

=
= −

xy

exxy x

 16 
( )
( ) [ ]2;0;sin

;2sin

2

1

π=
=

xxy

xxy
 

2 
( )
( ) [ ]1;;

;ln
2

2

1

−=

=

exxy

xxxy
 17 

( )
( ) [ ]eexxy

xxy

;;

;ln
1

2

1

−=

=
 

3 
( )
( ) [ ]3;0;

;2

2

1

xxy

xarctgxy

=

=
 18 

( )
( ) [ ]exxy

xxy

;1;

;ln8
2

2

1

=

=
 

4 
]2;1[;)(

;)2/(4)(

2

2
1

−−=
+=

xxy

xxy
 19 

]4;2[;2)(

;/108)(
2

2

1

xxy

xxy

=

−=
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5 
]7;1[;)(

;24)(

2

1

−=
+=

xxy

xxy
 20 

]3;2[;12)(

;32)(

2

23
1

−=
−=

xxy

xxxy
 

6 
]4;1[;)(

;/16)(
2

2

1

xxy

xxy

=

−=
 21 

]4;1[;/4)(

;6)(
2

2

1

xxy

xxy

=

−=
 

7 
]4;2[;23)(

;324)(
2

2

34
1

−=

−=

xxy

xxxy
 22 

]2;1[;8)(

;)(
3

2

4
1

−=

=

xxy

xxy
  

8 
]1;4[;/8)(

;2/)(

2

2
1

−−=
=

xxy

xxy
 23 

]4;1[;)(

;15)(

3 2
2

3 2
1

−=

=

xxxy

xxy
 

9 
]4;1[;)(

;60108)(
4

2

1

−=

−=

xxy

xxy
 24 

]5;1[;)(

;12)(

2

1

xxy

xxy

=
−=

 

10 
]5;2[;2)(

;)1(16)(
2

2

1

xxxy

xxy

−=

−−=
 25 

];[;1)(

;ln)(
1

2

1

eexxy

xxxy
−=

=
 

11 
]1;2[;)2/(8)(

;22/)(

2

2
1

−−=
−=

xxy

xxxy
 26 

];1[;)(

;ln2)(

2

1

exxy

xxy

=
=

 

12 
]5;0[;)(

;3)(

2

1

x

x

exxy

exy
−

−

=

=
 27 

]2;21[;8)(

;/4)(

2

2
1

xxy

xxy

=
−=

 

13 
]3;0[;8)(

;)(

2

2
1

x

x

exy

exxy

=

=
 28 

]2;21[;2)(

;3)(
3

2

2
1

xxy

xxy

=

=
 

14 
]0;3[;2)(

;)1(2)(
2

2

1

−−=

−−=

xxxy

xxy
 29 

]3;0[;)(

;)(

2

1

x

x

exy

xexy
−

−

=

=
 

15 
]2;1[;5)(

;5)(
3

2

45
1

−−=

−=

xxy

xxxy
 30 

]2;1[;10)(

;52)(
3

2

45
1

−=

+=

xxy

xxxy
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Завдання 7. Знайти варіацію Iδ  заданого функціоналу.  
 

№  
в-
та  

Завдання 
№  
в-
та  

Завдання 

1 [ ] ( )∫
π

+=
0

3)'(cos dxyyxyI  16 [ ] ( )∫ +=
1

0

' dxeyyyI xy  

2 [ ] ( )∫
π

+=
0

ln'sin dxyyyxyI  17 [ ] ( )∫
−

−=
1

2

2)'( dxyxyyI  

3 [ ] ∫ +=
1

0

)(' dxyxarctgyyI  18 [ ] ( )∫ −=
4

1

3)'(ln dxyyyI  

4 [ ] ( )∫
π

+=
0

2)'(sin dxyyxyI  19 [ ] ( )∫ +=
e

dxyyxyI
1

4'ln  

5 [ ] ( )∫
π

−=
0

22 )'(cos dxyxyyI  20 [ ] ( )∫ +=
1

0

'' dxyexyyI y  

6 [ ] ( )∫ +=
2

1

'ln dxyxyyI  21 
[ ] ( )∫ −=

1

0

2)'( dxxeyyI y

 

7 [ ] ( )∫
−

−=
1

2

23 )'( dxeyxyI y  22 [ ] ( )∫ +=
1

0

'' dxxeyyyI y  

8 [ ] ( )∫
π

+=
0

'cos dxyyyxyI  23 [ ] ∫ +=
3

1

2)'( dxyxyyI  

9 [ ] ∫=
2

1

arcsin' dxxyyyI  24 [ ] ∫=
4

1

' dxxyarctgyyI  

10 [ ] ∫ +=
1

0

2 arcsin)'( dxyyxyI  25 [ ] ( )∫ −=
5

2

32 )'( dxyyxyI  
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11 [ ] ∫ −=
1

0

)'( dxyarctgyxyI  26 [ ] ( )∫
−

−=
1

1

43 '3 dxyxyyI  

12 [ ] ∫ +=
1

0

)'( dxxyarctgyyI  27 [ ] ( )∫ +=
e

dxyyxyI
1

2 'ln  

13 [ ] ( )∫
π

+=
0

2)'(cos' dxyxyyyI  28 [ ] ∫ +=
2

1

22' dxyxyyI  

14 [ ] ( )∫ +=
e

dxyyxyI
1

2)'(ln  29 [ ] ∫ +=
4

0

' dxyxyyyI  

15 [ ] ∫ +=
1

0

)(arcsin' dxyxyyI  30 [ ] ∫=
2

1

ln' dxxyyyI  

 
 
 
Завдання 8. Знайти екстремалі заданого функціоналу, що за-

довольняють указаним крайовим умовам (допустимі екстремалі). 
Дослідити на виконання достатніх умов екстремуму.  

 
№  
в-
та  

Завдання 
№  
в-
та  

Завдання 

1 
[ ] ( )
( ) ( ) 11;30

;)'(2'sin
1

0

2

==

+= ∫

yy

xdyyyI
 16 

[ ] ( )
( ) ( ) 00;11

;)'(12
0

1

2

==−

−= ∫
−

yy

dxyxyyI  

2 
[ ] ( )
( ) ( ) 1

1

0

222

1;00

;)'(

−==

−−= ∫

eyy

dxeyyyyI x

 17 
[ ] ( )
( ) ( ) 21;10

;)'(
1

0

2

==

+= ∫

yy

dxyxyI
 

3 
[ ] ( )
( ) ( ) 02;11

;'2)'(
2

1

22

==

++= ∫

yy

dxyyyyyI
  18 

[ ] ( )
( ) ( ) 12;10

;)'(
2

0

22

=π=

−= ∫
π

yy

dxyyyI
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4 
[ ] ( )
( ) ( ) 1;01

;')'(
1

2

==

+= ∫

eyy

dxyyyxyI
e

  19 
[ ] ( )
( ) ( ) 52;31

;'1'
2

1

2

==

+= ∫

yy

dxyxyyI
 

5 
[ ] (

) ( ) ( ) 11;00;sin

4)'(
1

0

22

==×

×−+= ∫

yydxx

yyyyI
 20 

[ ]

( ) ( ) 31;10

;)'ln(
1

0

==

+= ∫

yy

dxyyyI
 

6 
[ ]

( ) ( ) 21;10

;))'('2(
1

0

2

==

++= ∫

yy

dxyxyyyI
 21 

[ ]

( ) ( ) 411;10

;))'('(
1

0

2

==

−= ∫

yy

dxyxyyI
 

7 
[ ]

( ) ( ) 43

23

0

22

23;00

;))'(2(

π

π
−

=π=

−= ∫

eyy

dxeyyyI
/

x

 22 
[ ]

( ) ( ) 42;11

;
)'(12

1

2

==−

+
= ∫

−

yy

dx
y

y
yI  

8 
[ ]

( ) ( ) 010

;)12')'((
1

0

2

==

++= ∫

yy

dxxyyyyyI   23 
[ ]

( ) ( ) 31;10

;)'ln(
1

0

==

= ∫

yy

dxyyyI
 

9 
[ ] (

) ( ) ( ) 82;11;2

'2)'(
2

1

22

==+

++= ∫

yydxxy

yyyxyI
 24 

[ ] ( )
( ) ( ) 02;10

;)'('
2

0

2

==

+= ∫

yy

dxyxyyI
 

10 
[ ] ( )
( ) ( ) 12;20

;)'('
2

0

32

−==

−+= ∫

yy

dxxeyyyI x

 25 
[ ]

( ) 2ln)1(;00

;
'

1

0

−==

= ∫

yy

dx
y

e
yI

y

 

11 
[ ] (

) ( ) ( ) 00;

)'(cos4

2

0

2

=π=−

−+= ∫
π

yydxy

yxyyI
 26 

[ ]

( ) ( ) 11;00

;
)'(

1

0
2

==

= ∫

yy

y

dx
yI
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12 
[ ] ( )

( ) ( ) .82;11

;)12'(
2

1

222

==

+= ∫

yy

dxyyxyI
 27 

[ ]

( ) ( ) 31;10

;))'((
1

0

22

==

+= ∫

yy

dxyyxyI
 

13 
[ ] (

) ( ) ( ) 11;00;2

6)'(
1

0

22

==×

×++= ∫

yydxxsh

yyyyI
 28 

[ ] ( )
( ) ( ) 211;01

;)'('4
1

1

2

==−

−= ∫
−

yy

dxyxyyI
 

14 
[ ] (

) ( ) ( ) 31;01;)'(

)1('2

2

1

1

2

==−−

−+= ∫
−

yydxy

xyyI
 29 

[ ] ( )
( ) ( ) 01;00

;)'(4
1

0

2

==

++= ∫

yy

dxyyxyI
 

15 
[ ] (

) ( ) ( ) 13;21;2

ln')'(
3

1

2

−==+

+−= ∫

yydxx

xyyyI
 30 

[ ]

( ) ( ) eyy

dxyyyI

==

= ∫

1;10

;)'/(
1

0  

 
 
Завдання 9. Знайти екстремалі заданого функціоналу, що за-

довольняють указаним крайовим умовам (допустимі екстремалі).  
 

№ в-та  Завдання  

1 
[ ] ( )∫ ++=

1

0

22 ;2)'()'(, dxxyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 11;01;00;10 ==== zyzy  

2 
[ ] ( )∫ −++=

2

1

222 ;2)'()'(, dxxyzzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 12;22;01;11 ==== zyzy  

3 
[ ] ( )∫

π

−+−=
0

222 ;)'()'(22, dxzyyyzzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 1;1;00;00 =π=π== zyzy  
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4 
[ ] ( )∫

−
+−=

1

1

22 ;)'()'(36, dxzyxyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 11;01;11;21 ==−=−=− zyzy  

5 
[ ] ( )∫ −=

1

0

2 ;'2)'(, dxxyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 11;11;00;20 −==== zyzy  

6 
[ ] ( )∫ −=

2

1

2 ;')'(, dxzxyzzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 12;02;11;11 ==== zyzy  

7 
[ ] ( )∫

π

−−++=
2

0

22 ;2'', dxxzzyzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) .12;02;20;10 =π=π−== zyzy  

8 
[ ] ( )∫

π

−++=
2

0

22 ;sin42)'()'(, dxxyyzzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 02;02;20;00 =π=π== zyzy  

9 
[ ] ( )∫ −+−=

1

0

22 ;6''2, dxyezyzyzyI x   

( ) ( ) ( ) ( ) 11;01;10;20 −===−= zyzy  

10 
[ ] ( )∫ ++++=

1

0

222 ;4)'()'()(, dxxyzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 01;01;20;10 ==−== zyzy  

11 
[ ] ( )∫

π

−−+−=
2

0

222 ;cos6)'()'()(, dxxzzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 22;02;00;10 −=π=π=−= zyzy  

12 
[ ] ( )∫

π

−+−=
4

0

22 ;2sin6''2, dxxyzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 44;04;00;10 −=π=π== zyzy  
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13 
[ ] ( )∫

π

+++=
2

0

22 ;sin6''2, dxxyzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 22;02;10;00 =π=π−== zyzy  

14 
[ ] ( )∫ −−−+=

1

0

222 ;6)'()'()(, dxxzzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 01;21;20;10 =−=−== zyzy  

15 
[ ] ( )∫

π

++−=
4

0

22 ;2cos2''2, dxxzzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 04;24;00;00 =π=π== zyzy  

16 
[ ] ( )∫ +++++=

1

0

2222 ;24)'()'(, dxxyyzzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 21;01;10;40 −==−== zyzy  

17 
[ ] ( )∫

−+++=
1

0

222 ;6''2, dxyezyzyzyI x   

( ) ( ) ( ) ( ) 01;11;20;00 =−=−== zyzy  

18 
[ ] ( )∫

π

−−+−=
2

0

222 ;sin6)'()'()(, dxxzzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 02;32;00;10 =π=π=−= zyzy  

19 
[ ] ( )∫ +++=

1

0

22 ;4''2, dxyezyzyzyI x   

( ) ( ) ( ) ( ) 01;11;00;10 =−=== zyzy  

20 
[ ] ( )∫

π

−−+−=
4

0

222 ;2sin2)'()'()(, dxxyzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 04;04;10;10 =π=π=−= zyzy  

21 
[ ] ( )∫ +−−−+=

1

0

32222 ;24)'()'(, dxyeyzzyzyzyI x   

( ) ( ) ( ) ( ) 01;11;30;00 ==−== zyzy  
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22 
[ ] ( )∫

π

−−−+=
4

0

222 ;2cos2)'()'()(, dxxyzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 04;04;20;10 =π=π=−= zyzy  

23 
[ ] ( )∫ +++++=

1

0

2222 ;24)'()'(, dxyeyzzyzyzyI x   

( ) ( ) ( ) ( ) 21;21;10;00 −==−== zyzy  

24 
[ ] ( )∫ −−+−=

1

0

222 ;6)'()'()(, dxxyzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 11;01;00;30 −==== zyzy  

25 
[ ] ( )∫

−+−−+=
1

0

2222 ;8)'()'()(, dxzezyzyzyI x   

( ) ( ) ( ) ( ) 11;01;10;20 −==−=−= zyzy  

26 
[ ] ( )∫

π

−+−=
2

0

22 ;cos12''2, dxxyzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) .02;02;40;10 =π=π−== zyzy  

27 
[ ] ( )∫ +−−+=

1

0

2222 ;4)'()'()(, dxyezyzyzyI x   

( ) ( ) ( ) ( ) 11;01;20;20 ==−== zyzy  

28 
[ ] ( )∫

π

−−+−=
4

0

222 ;2cos2)'()'()(, dxxzzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 04;04;00;10 =π=π=−= zyzy  

29 
[ ] ( )∫ −+−=

1

0

22 ;6''2, dxyezyzyzyI x   

( ) ( ) ( ) ( ) 11;01;10;20 −===−= zyzy  

30 
[ ] ( )∫ +−−−+=

1

0

2222 ;24)'()'(, dxxzyzzyzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 01;11;10;30 ==−== zyzy  
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Завдання 10. Розв’язати наступні задачі на умовний екстре-
мум.  
Варіанти №1–№17: Знайти допустимі екстремалі задачі Лагранжа.  
Варіанти №18–№30: Знайти допустимі екстремалі ізопериметрич-
ної задачі.  

 
№  
В-та  

Завдання  

1 
[ ] ;)'()'(1,

1

0

22
∫ ++= dxzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 0;11;01;10;10 =++−===−= zyxzyzy  

2 
[ ] ( ) ;)'(,

1

0

2
∫ += dxzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 0;11;1;10;10 22 =−−+==== xyzezeyzy  

3 
[ ] ( ) ;)'(,

1

0

22
∫ += dxzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 01;21;11;10;00 2 =+−==== zyzyzy  

4 
[ ] ( ) ;';2,

2

0

2 zyydxzyzzyI +=+= ∫
π

  

( ) ( ) ( ) ( ) 12;12;10;00 −=π=π== zyzy  

5 
[ ] ;0';'', 2

1

0

=−++= ∫ xzyydxzyzyI   

( ) ( ) ( ) ( ) 251;231;10;00 −==−== zyzy  

 
[ ] ( )∫ ++=

1

0

22 '2, dxzzyyzyI ;    zyy 2' −−= ;  

( ) ( ) 01,10 == yy  

7 
[ ] ( )∫ ++=

1

0

322 )'()'(, dxxzyzyI ;  023 =−+ zyx ;  

( ) ( ) ( ) ( ) 21;11;10;20 ==== zyzy  
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8 
[ ] ( )∫ +=

1

0

22)'(, dxzyzyI ;  zy =' ;  

( ) ( ) ( ) ( ) 01;11;10;00 ==== zyzy  

9 
[ ] ( )∫ ++=

1

0

22 '2, dxzzyyzyI ;    zyy 24' −= ;  

( ) ( ) 21,00 == yy  

10 
[ ] ∫

−
++=

1

2

22 )'()'(1, dxzyzyI ;  3523 −−= yxz ;  

( ) ( ) ( ) ( ) 31;21;12;22 =−==−−=− zyzy    

11 
[ ] ∫ ++=

4

1

22 )'()'(1, dxzyzyI ;  14225 ++= zxy ;  

( ) ( ) ( ) ( ) 14;44;31;21 −==−== zyzy    

12 
[ ] ( )∫ ++=

1

0

2)'(, dxzzyzyI ;    01'' =−+zy ;  

( ) ( ) ( ) ( ) 21;11;10;00 ==== zyzy  

13 
[ ] ∫

−
++=

3

1

22 )'()'(1, dxzyzyI ;  2223 ++= yxz ;  

( ) ( ) ( ) ( ) 63;53;21;31 ===−=− zyzy    

14 
[ ] ∫ ++=

4

2

22 )'()'(1, dxzyzyI ;  2433 −−= yxz ;  

( ) ( ) ( ) ( ) 24;14;42;22 ===−= zyzy    

15 
[ ] ( )∫ ++=

1

0

22 '2, dxzzyyzyI ;    zyy 24' −−= ;  

( ) ( ) 21,10 == yy   

16 
[ ] ( )∫ ++=

1

0

22 1)'(, dxzyzyI ;  02 2 =−+ xzy ;  

( ) ( ) ( ) ( ) 01;21;00;00 ==== zyzy   
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17 
[ ] ( )∫

π

−=
0

22 )'()'(, dxzyzyI ;  0cos' =+− xzy ;  

( ) ( ) ( ) ( ) 2/;2;00;00 π=π=π== zyzy   

18 
[ ] ( ) ;4)'(

1

0

32
∫ += dxxyyI   2

1

0

=∫ ydx ;   

( ) ( ) 01;00 == yy  

19 
[ ] ( ) ;3)'(

1

0

22
∫ −= dxxyyI   1

1

0

=∫ xydx ;   

( ) ( ) 01;20 == yy   

20 
[ ] ( )∫ +=

1

0

2 2)'( dxxyyI ;  0
1

0

2 =∫ dxyx ;   

( ) ( ) 11,00 == yy     

21 
[ ] ( )∫

π

+=
0

2 cos)'( dxxyyI ;  0sin
0

=∫
π

dxxy ;   

( ) ( ) 1,00 =π= yy     

22 

[ ] ( ) ;2sin64cos84)'(
4/

0

22
∫

π

+−−= dxxxyyyyI   

5)'2cos4(
4/

0

=−+∫
π

dxyyx ;  ( ) ( ) 34/,10 =π= yy   

23 
[ ] ∫

π

−=
0

)cossin( dxxxyyI ;   ( ) 2/3'
0

2 π=∫
π

dxy ;   

( ) ( ) π=π= yy ,00     

24 

[ ] ( ) ;444)'(
1

0

3222
∫ −++= − dxxeyyyyI x   

( ) 6'3
1

0

2 =+−∫ dxyyx ;  ( ) ( ) 01,20 == yy   
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25 

[ ] ( ) ;3cos66sin129)'(
6/

0

22
∫

π

++−= dxxxyyyyI   

4)'3sin6(
6/

0

=++∫
π

dxyyx ;  ( ) ( ) 06/,30 =π= yy  

26 
[ ] ( ) ;3)'(

1

0

22
∫ += dxxyyI    2

1

0

2 =∫ dxy ;   

( ) ( ) 01;00 == yy  

27 
[ ] ;)'(

1

0

2
∫= dxyyI    ( ) 12/1)'(

1

0

2 =−∫ dxyy ; 

( ) ( ) 4/11;00 == yy  

28 

[ ] ( ) ;344)'(
1

0

2222
∫ −++= dxxeyyyyI x   

4)'6(
1

0

=−−∫ dxyyx ;  ( ) ( ) 01,30 == yy    

29 

[ ] ( ) ;4sin88cos416)'(
8/

0

22
∫

π

−+−= dxxxyyyyI   

( ) 6'8cos8
8/

0

=+−∫
π

dxyyx ;  ( ) ( ) 38/,10 =π= yy  

30 

[ ] ( ) ;3189)'(
1

0

222
∫ −−+= dxxxyyyyI   

2)'2(
1

0

=−+∫ dxyyx ;  ( ) ( ) 01,20 == yy  
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